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1. Uvod

vvvvvv

sazby jako jednoho z finan¢nich ukazatelti urCujeme, zda investovat ¢i spofit, zda pujcit ¢i
vypujcit. Vétsina rozhodnuti by neméla byt ucinéna bez predikce budouci trokové sazby,
nebot’ i mald zména drokové sazby muze v disledku zna¢nych objemi penéz protékajicich
ekonomikou zpusobit neCekané vysokou ztratu. Prace je vénovana problematice empirického

overeni modeltl irokovych sazeb.

Existuji modely, které popisuji vyvoj kratkodobé urokové sazby jako nahodny proces.
Tyto modely se vyznaCuji riznym poctem parametri a promeénnych. Velky pocet modela
pracuje s jedinou proménnou — minulou urokovou sazbou. K dalsi skupiné modelt urokovych
sazeb patfi modely odhadu volatility drokovych sazeb, které nejCastéji predstavuji linedrn{

kombinaci skutecné volatility a chyb v jeji predikci.

Cilem prace je ovefit vybrané modely drokovych sazeb vcetné odhadnuti jejich

parametrd s pouZitim rdznych vstupnich dat i metod odhadu.

Prvni ¢ast je vénovéna problematice urokovych sazeb a vynosovych kiivek. Nédsleduje
popis modelti drokovych sazeb a metod odhadu jejich parametri. V zdvéru teoreticko-

-metodické Casti jsou nastinény hlavni principy analyzy hlavnich komponent, statistické

metody, kterd se zabyva analyzou urokovych sazeb riznych dob do splatnosti.

Druh4 c¢ast je zaméfena na ovéteni vybranych modelil trokovych sazeb, zejména na

modely ndhodného vyvoje kratkodobé trokové sazby a na modely predikce jeji volatility.
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2. Charakteristika trokovych sazeb a vynosovych krivek

2.1. Podstata vynosovych krivek

Vynosovd kiivka neboli Casovd struktura trokovych sazeb graficky piedstavuje
zavislost vynosu do splatnosti obligace nebo jinych cennych papiri s pevnymi piijmy na dobé
do splatnosti. Vynos do splatnosti je jednou ze zdkladnich charakteristik jakéhokoliv
instrumentu s fixnimi pfijmy a lze jej odvodit jako vnitini vynosové procento, pfi kterém
soucasna hodnota budoucich penéznich tokd bude rovna aktudlni trzni cen€.

V ptipad¢ diskrétniho droceni plati
TCO=) CF,(1+y)", 2.1
:

a pro spojité urocent je

TCO=) CF,-¢™", (2.2)

kde TCO je trZzni cena obligace,
CF; je penéZni toky v Case f,

y je nomindlni vynos do splatnosti.

Vynosova kiivka se nej€astéji sestavuje z obligaci. JelikoZ vynosova kifivka vyjadiuje
pouze vztah mezi vynosem do splatnosti a dobou do splatnosti, je tieba vybrat takové
obligace, které se 1isi pouze dobou do splatnosti a ostatni identifika¢ni charakteristiky obligac{
zUstavaji stejné. V praxi to znamend, Ze se hledaji obligace stejné likvidity, stejné miry rizika,
stejné danové dpravy. Nalézt veétsi pocet obligaci, které by splnovaly stejné podminky je
obtizné a proto se konstrukce vynosové kiivky omezuje na stitni bezrizikové dluhopisy.
Vyslednd vynosova kfivka je zdvodu bezrizikovych vynosnosti zdkladni vynosovou
ktivkou, od které se odvozuji vynosové kiivky pro ostatni cenné papiry.

Vynosovou kiivku Ize sestrojit i z irokovych sazeb na mezibankovnim trhu depozit ¢i
z vynosnosti instrumentli penéZniho trhu. K tomuto ucelu se pouzivaji sazby PRIBOR
(PRague InterBank Offered Rate) a IRS (Interest Rate Swap).

Byly zaznamendny rtzné tvary vynosovych kiivek. Nejcastéji je vynosova kifivka
rostouci funkci, ale mize byt rovnéz funkci klesajici. Vyjimkou nejsou ani ploché, inverzni
vynosové kiivky, kifivky ,,s hrbem* ¢i ve tvaru pismene ,,U*. Pro ndzornost lze uvést, ze

vynosova kfivka ,,s hrbem* byla zaznamenéna v Ceské republice v dobé ménové krize (1997),
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kdy kratkodobé sazby rapidné vzrostly a byly dokonce né€kolikandsobné vyssi neZz sazby

dlouhodobé. Obrazek 2-1 ukazuje jednotlivé tvary vynosovych kiivek.

Obrazek 2-1 Tvary vynosovych kiivek
vynos N rostouci vynosova kfivka
do splatnosti

inverzni vynosova kfivka

plocha vynosova kiivka

vynosova kfivka ,,s hrbem*

klesajici vynosova kiivka

~
7

doba do splatnosti

2.2. Vztah urokovych sazeb z hlediska splatnosti

N 3

Urokové sazby lze ¢lenit podle nejriizngjsich hledisek. Obvykle se trokové sazby

¢leni podle doby do splatnosti na:
e kratkodobé (do 1 roku),
e stiednédobé (1-5 let) a
¢ dlouhodobé (nad 5 let).

Vzijemny vztah téchto sazeb je mozné zkoumat pii pohledu na korelacni resp.
kovarianéni matici. Tabulka 2-1 ukazuje korela¢ni matici drokovych sazeb s rozptyly na
diagondle americkych urokovych sazeb Treasury Constant Maturity Rate se splatnosti 3 a 6
mesic, 1, 2, 3,5, 7, 10 a 20 let. Byly zvoleny tydenni kurzy téchto trokovych sazeb z obdobi
od 08. 05. 1998 do 30. 1. 2004.

Pti pohledu na diagondlu matice, kde jsou zobrazeny rozptyly jednotlivych drokovych
sazeb, je zfejmd vSeobecnd skutecnost, Ze nominélni dlouhodobé sazby jsou méné volatilnéjsi
nez sazby kritkodobé.

Kdyby se urokové sazby pohybovaly paraleln€, hodnoty jednotlivych prvkt diagondly
by se shodovaly a ostatni prvky matice by byly rovny jedné.

Z tabulky 2-1 je rovn€z vidét, Ze i kdyZ se sazby nepohybuji paralelné, zmény
v urokovych sazbach s riznou dobou splatnosti jsou vysoce korelované. Dlouhodobé sazby

jsou korelovany s kratkodobymi sazby mén¢ nez sttednédobé sazby s kratkodobymi.
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Tabulka 2-1 Korela¢ni matice s rozptyly irokovych sazeb na diagonale

M 3,594
6M 0,998 3,749
1Y 0,991 0,996 3,382
2Y 0,967 0,977 0,990 2,962
3Y 0,948 0,960 0,978 0,997 2,349
5Y 0,906 0,921 0,946 0,980 0,991 1,430
7Y 0,877 0,894 0,923 0,964 0,980 0,996 1,050
10Y 0,829 0,848 0,881 0,932 0,954 0,983 0,993 0,629
20Y 0,753 0,775 0,815 0,877 0,906 0,944 0,967 0,981 0,308

3M 6M 1Y 2Y 3Y 5Y 7Y 10Y 20Y

2.3. Spotové a forwardové arokové sazby

Obecné lze vynos z drZeni obligace vypocitat jako vnitini vynosové procento, které

vyrovnava levou i pravou stranu rovnice:

TCO=Y) CF,(1+y)" (2.3)

Pro rozliSovani spotového a forwardového vynosu je tfeba nejdiive pfistoupit

k oznaCovani téchto vynost. Piedpoklada se, Ze vynos mliiZzeme zobecnéné oznacit jako:

aVbe

kde

a je moment, kdy vynos urCujeme,

b je pocitek, ze kterého pocitime vynos a

c je konec intervalu, ze kterého je dany vynos urcen.

Spotovy vynos r je vynos, jehoZ moment, kdy o tomto vynosu rozhodujeme je stejny

s momentem, ze kterého dany vynos pocitdme:
0Yor =1
Forwardovy vynos f je vZdy vynosem, ktery se vztahuje na urcity interval

v budoucnosti:
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0V = /i

Ur¢itym typem forwardového vynosu je tzv. short vynos s, ktery je forwardovym
vynosem pro jedno obdobi, kde #; —t = 1:

0V =f=s,.

Vzédjemny vztah spotovych a forwardovych drokovych sazeb lze jednoduSe odvodit.
Prepoklada se nemoZnost arbitraze, zanedbani transakcnich ndkladl a stejnd vySe zapujcni
a vypujcni sazby. Investor se rozhoduje zda ma koupit:

- diskontovanou obligaci s dvouletou splatnosti a nominalni hodnotou 100 nebo
- diskontovanou jednoro¢ni obligaci a v dob¢ splatnosti je$t¢ jednu diskontovanou
jednoroc¢ni obligaci .

Investor bude lhostejny (indiferentni) vic¢i vybéru jedné ze dvou alternativ, pokud
kazda z alternativ zajisti stejny vynos ve dvouletém investicnim horizontu. Investor tedy
odhaduje, jakd by musela byt forwardova drokova sazba druhé jednoro¢ni obligace z druhé
alternativy, aby dand podminka byla splnéna.

Cena dvouleté obligace s nomindlni hodnotou je rovna LOZ, kde r2 je dvoulety

d+r)
spotovy vynos. Pro druhou alternativu investor pfedpoklada za prvni obligaci vynaloZit ¢4stku

X, kdy na konci prvniho roku obdrzi ¢astku X - (1+r,), kde r; je jednoro¢ni spotovy vynos.

Jestlize investor obdrZenou ¢astku opét investuje na obdobi jednoho roku, potom vyslednd
Castka bude rovna X -(14+r)-(1+ f), kde f je forwardovy vynos z obdobi (1;2). Chce-li
obdrzet na konci dvouletého intervalu ¢astku 100, potom je tfeba investovat ¢astku X tak,
aby:
X -(I4+r)-(I+ f)=100 , po tprave:
¥ = 100
A+r)-A+f)

JestliZe ma byt investor indiferentni mezi obémi alternativami a obdrzet po uplynuti

2 let ¢astku 100, je tieba zajistit takovy forwardovy vynos f aby:
100 _ 100

(I+r)"  A+n)-(A+f)

druhou alternativu. Po dpravé forwardovy vynos fje roven:

, kde leva strana predstavuje volbu prvni alternativy a prava strana

()t
S+

Zobecnénim tohoto vztahu dostavame:
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1

f}={—giﬁli—]h—l, (2.4)

A+r_, )™

kde fi je forwardovy vynos,
e je spotovy vynos,
dt je ¢asovy interval pro forwardovou sazbu.

prravou rovnice (2.4) obdrZime:

A+r) =U+r_)™ A+ f)". 2.5)
Verze pro spojité droceni zni:
et =gl gl (2.6)
a tedy,
f = r,ot—r1,_, - (t—dt) ' 2.7
dt
Kazdy spotovy a forwardovy vynos lze vyjadfit pomoci kratkodobé (short) sazby
néasledné¢:
I+r) =0+s)-(I+s,) ...-(A+s,), (2.8)
A+ )" =A+s, 4, ) A+s,_40) - (+s,). (2.9)

Vyse uvedeny, matematicky popséan, vztah mezi spotovou a forwardovou sazbou je
mozno prenést i do oblasti vynosovych kiivek. Vzdjemna zavislost spotové a forwardové
ktivky je analogickd se zavislosti kiivek primérnych a marginalnich veli¢in. Obrazek 2-2
graficky zobrazuje Ctyfi mozné polohy spotové a forwardové kiivky v zavislosti na tvaru

té€chto ktivek.

Obrazek 2-2 Vzajemné vztahy spotovych a forwardovych vynosovych kfivek

A A
urokova urokova
sazba sazba
forwardova VK
spotovd VK
spotovd VK
forwardovi VK
splatnost v letech splatnost v letech
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A forwardovia VK A
drokova urokova
sazba sazba
spotovd VK spotovd VK
forwardova VK
splatnost v letech splatnost v letech

2.4. Konstrukce vynosové kiivky

Jak jiz bylo feceno, ke konstrukci vynosové kiivky je nutné pouZit obligace stejného
typu s vyjimkou doby do splatnosti. Nejcast&ji se pouZivaji obligace s nulovym kupdnem

(zero-coupon bond), které jsou definovany vztahy pro diskrétni a spojité droceni takto:

TCO=NH -(1+r)", (2.10)
TCO=NH ¢, (2.11)
kde NH je nomindlni hodnota obligace resp. hodnota v dob¢ splatnosti,

Tt je vynos do splatnosti v Case t.

Pokud neméame dostatek diskontovanych obligaci, 1ze pouZzit kupénové obligace, pro

které plati:

Tco=Y K _|K+NH (2.12)
=+t A+t

TCO=K-Y e +(K+NH)-¢ ", (2.13)

i=t
kde K je kupénova platba,
ri je vynos do splatnosti v ¢ase i pro i = t1, ta,..., ts1,
ts je obdobi splatnosti obligace.
Ke konstrukci vynosové kiivky se pouZziji vySe uvedené rovnice, kde hledanou
nezndmou veli¢inou je r;.
Trzni cenou obligace (TCO) se rozumi hrubd cena obligace. Ta se skldda s Cisté ceny

neboli kurzu, ktery je kétovan v procentech z nomindlni hodnoty a z alikvotniho drokového
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vynosu (AUV). Alikvotni trokovy vynos piedstavuje pomérnou &ast kupénu, kterd nabéhla

od posledni vyplaty kupé6nu.
TCO zkurz-%+ AUV (2.14)

Dtvodem rozliSovani Cisté a hrubé ceny je hiebenovity tvar vztahu TCO a doby do

splatnosti jak ukazuje obrazek 2-3.

Obrazek 2-3 Zavislost ceny obligace na dobé do splatnosti

1400 -
1300 -
1200 -

cena
©
o
o
|

¢istd cena ..
400 T T T T 1
0 1 2 3 4 5

doba do splatnosti

2.5. Vyvoj vynosovych krivek

Tvar vynosové kiivky nemusi byt vzdy spojity. VEétSinou vynosové kiivky jsou spojité
v ramci kratkych intervald, pfiCemz na jejich hranicich dochazi k posuntim. Byly pozorovany

nasledujici zakladni posuny:

a) paralelni posuny — tvar vynosové kiivky zlstava zachovan, vSechny sazby se zméni

o konstantni vysi na vyS$si nebo nizsi troven.

Obrazek 2-4 Paralelni posuny VK

vynos
do splatnosti

>
>

doba do splatnosti
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b) stupiiovité zmény — vtomto piipadé dochdzi ke skokovym zméndm vynosid do
splatnosti, coZ znamend, Ze sklony vynosovych kiivek se lisi, ale tvar zlstdva
zachovan.

Obrazek 2-5 Stupiiovité zmény VK

vynos
do splatnosti

i
N

doba do splatnosti

»
»

c) zména tvaru vynosovych kiivek — tyto posuny znamenaji, Ze tvary vynosovych

nebot’ téZce 1ze odhadnout jejich zavislost.

Obrazek 2-6 Zména tvaru VK

vynos
do splatnosti

/r\/f“f

>

doba do splatnosti

2.6. Typy vynosovych kFivek

Vynosova ktivka predstavuje zdvislost vynosu obligace na dob¢ do splatnosti. Jestlize
lze spocitat rizné druhy vynost obligaci, potom Ize obdrZet i rizné druhy vynosovych kfivek,
viz Blake (1995). K nejpodstatnéj$im patii vynosova kiivka:

e 7z vynosi do splatnosti (yield to maturity, YTM),
e kupdnova,
e pominalni,
e promptni a

e forwardova.
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Vynosova kiivka z vynosi do splatnosti je nejznaméjsi a graficky predstavuje
zavislost mezi vynosem do splatnosti a dobou do splatnosti identické skupiny dluhopist.
Musime vSak brat v ivahu, Ze definice YTM pocita s reinvestici jednotlivych kupénd za
vynos shodny s YTM. JelikoZ se trokové sazby méni, je nutné u kupoénovych obligaci pocitat
s reinvesticnim rizikem. Vyjimkou jsou diskontované obligace. Obecné lze fici, Ze kupénové
platby plynouci z obligaci nejsou diskontovany odpovidajicimi drokovymi sazbami, coz fesi

nésledujici typy vynosovych kiivek.

Kupénova vynosova krivka znazoriiuje vztah mezi vynosem do splatnosti a dobou
do splatnosti u obligaci se stejn¢ velikym kupénem. Pfi konstrukei vynosové kiivky je nutné
pocitat s kupénem, protoZe v opacném piipad€ se dopoustime urcitého zkresleni majici vliv
na pribéh vynosové kiivky. Urcité feSeni piindsi konstrukce vynosové roviny zndzornujici

zavislost vynosu do splatnosti na dobé do splatnosti a kup6énu obligaci.

Jestlize konstruujeme vynosovou kiivku obligaci, které se obchoduji za nomindln{
hodnotu, potom hovoiime o nominalni vynosové kiivce. V tomto piipad¢é je vynos do
splatnosti obligace roven velikosti jejtho kupdénu. Tuto vynosovou kfivku se vyuziva pri

priméarnich emisich novych obligaci emitovanych za nomindlni cenu.

Promptni vynosova krivka je kfivkou, kterd znazoriuje zavislost promptnich neboli
okamzitych vynost obligaci na dobé do splatnosti. Nejjednoduseji ji lze sestavit z obligaci
s nulovym kupénem, proto byvd n€kdy nazyvadna vynosovou kiivkou obligaci s nulovym

kupénem. Promptni vynosy odpovidaji jednotlivym trokovym sazbam v rovnici (2.12).

Forwardova vynosova kiivka pracuje s forwardovymi vynosy, které byly popsany

diive.
2.7. Teorie vynosovych krivek

Casovou strukturu tirokovych sazeb se pokousi vysvétlit n&kolik teorif, mezi které se
fadi:

o Cista teorie ocekavani

. Teorie preference likvidity
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. Teorie oddélenych trhi (segmentacni teorie)

. Teorie preferovaného umisténi

Podle ¢isté teorie ofekavani vynos do splatnosti dlouhodobé obligace je shodny
s vynosem, ktery by investor obdrZzel, pokud by opakované investoval penize do série
kratkodobych obligaci aZz do doby splatnosti dlouhodobé obligace. Z toho vyplyva, Ze
investoii nebudou drZet zZadné obligace jejichZ ocekdvany vynos je mensSi neZ oCekavany
vynos jiné obligace s odliSnou dobou splatnosti a Ze soucasny rozdil mezi vynosnostmi
dlouhodobé a kratkodobé obligace (spread) v sob& obsahuje piedpoveéd vynosnosti

kratkodobé obligace v budoucnu.

Teorie preference likviduje pracuje s pojmem ,terminova prémie coz je rozdil mezi
implicitni forwardovou sazbou a ocekdvanou spotovou sazbou. Terminovd prémie
kompenzuje rizikov€ aversniho investora za drzbu obligace s del§i dobou splatnosti. Delsi
doba do splatnosti znamend mensi likviditu a rovnéZ vys$§i miru rizikovosti zmény trZznich

urokovych sazeb a tim pddem vé&tsi riziko poklesu vynosnosti.

Teorie oddélenych trhu tikd, Ze trh s obligacemi je v disledku existence velkych
finan¢nich investort, ktefi se snazi o Casovou imunizaci svych portfolii, rozdélen na nékolik
dalsich trhi, které se odliSuji riiznou dobou do splatnosti. Tak vznikne napf. trh kratkodoby,
sttednédoby a dlouhodoby. Velikost irokové sazby na jednotlivych oddélenych trzich je dana

stfetem nabidky a poptavky.

Teorie preferovaného umisténi je smésici dvou predeslych teorii. Pracuje rovnéz
s absolutn€¢ oddélenymi trhy a navic pfidava prvek ocekdvani. Podle této teorie mize investor

opustit svilj segment v piipad€ nabidnuti vyssiho vynosu jinym segmentem (dostate¢né velka

rizikova prémie), ktery bude kompenzovat riziko a naklady na opusténi stdvajictho segmentu.

2.8. Vyhlazovani vynosovych krivek

Kfivka obecné zndzornuje spojeni jednotlivych bodu [x, y] v grafu. Pokud pocet bodu
je neveliky a kazdé dva sousedni body proloZime piimkou, vysledna kiivka se muiZe jevit jako

znacn¢ kostrbatd jak zndzorfiuje obrazek 2-7.
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Obrazek 2-7 Krivka jejiZ body jsou proloZeny primkami

y

Kfivka predstavuje urcitou zavislost jednotlivych bodl. Chceme-li proniknout do této
zavislosti a urcit polohy jinych bodd, které tuto zavislost respektuji, pouZijeme techniky
vyhlazovani kiivek. Jestlize 2 body spojime pfimkou a chceme urcit polohu bodu na této
piimce, musime mit na zfeteli, Ze i kdyZ to nenf nijak obtiZné, vysledny bod nemusi odpovidat
charakteru a vlastnostem kiivky. Techniky vyhlazovani kiivek proto usiluji o vérné zobrazen{
zavislosti jednotlivych bodu tvoricich kfivku.

Jedna ze zékladnich vyhlazovacich technik je technika, kterd vychdzi z pouZivani sérif
polynomickych funkci, tzn. Ze kazda ktivka se sklada z jednotlivych polynomickych funkei,

které jsou omezeny soufadnicemi zékladniho souboru dat, ktery definujeme:
{0 v W, v, ),...,(xj,yj),...(xn,yn )} Xg <X <.<X; << X,

Celkovd kifivka na intervalu [xo, xa] je konstruovdna ze série jednotlivych
polynomickych funkci Fo az Fi.1.

Obrazek 2-8 Krivka jejiz body jsou proloZeny polynomickymi funkcemi

y

ol

V nejjednodussi verzi je polynomicka funkce funkei linedrni, majici tvar:
F(x)=mx+c (2.15)

kde kazda jednotliva linedrni funkce ma rizné hodnoty parametrti m a c.
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Vysledkem neni hladka kfivka, ale ktivka, kterd vznikla obycCejnym spojenim
jednotlivych bodl pfimkou (obrazek 2-7). Proto se misto linedrnich funkci pouzivaji funkce
kubické s mnohocleny ttetiho stupné:

F,(x)=y, +aj(x—)cj)+bj()c—xj)2 +cj(x—xj)3, (2.16)
proj=0,....,n-1,
kde x; a y; jsou hodnoty zdkladniho souboru.

K vypocteni parametrt a@;, bj, ¢; je nutno vypocitat fadu dalSich prechodnych

proménnych:

m; =X, —X; j=0,1,.,n—-1 2.17)

N, =y, j=0l,..,n-1 (2.18)

p;=2-(m_ +m;) j=12,...,n—-1 (2.19)
n, n;, )

q,=3|—L-—= j=12,...n-1 (2.20)
m;, m;,

b=pP"q (2.21)

kde matice P, vektory b a ¢ maji tyto tvary:

pl ml 0 0 0
ml pz m2 0 :
p=| 0 M P
= 0 . . m,_; 0
. mn_3 pn—2 m”_2
_0 oo e 0 mn—Z pn—l_
i b, ] i q: |
b, q,
b=| i | a og=|
_bn—l_ _qn—l_

Hodnotu proménnych a; a ¢; se dopocitd podle:
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n;, m; )
Clj :m——T(bj+l+2bj) _]:0,1,...,71—1 (222)
J
bj+1 _bj .
C; =———— j=0l,...,n-1 (2.23)
3m;

kde bp=0ab,=0
Graf 2-1 predstavuje ptiklad vyhlazené vynosové kiivky, viz Adams (1993).

Graf 2-1 Vyhlazena vynosova kfivka
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Néekdy nastava situace, kdy mame k dispozici velky pocet bodii zndzorfiujicich vztah
urokové sazby a doby do splatnosti. Pokud vSechny tyto body prolozime kiivkou, vysledna
kfivka nebude hladkd jak ukazuje graf 2-2. Jednotlivé body ptedstavuji charakteristiky
britskych vladnich dluhopist stanovenych ke dni 8. 1. 1991, viz Adams (1993).

Graf 2-2 Vyhlazena vynosova krivka s centralnimi body
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V tomto piipad¢ lze vyuZzit dals$i metody urceni hladké ktivky, ktera reprezentuje trend
puvodnich bodl a prochédzi nové vytvorenymi body. Princip je jednoduchy. Nejdiive se urci
zakladni body, kterymi prochdzi trendova linie, nebo kde se trend kfivky méni. Poté se
puvodni body pfifadi k témto zdkladnim bodiim, ¢imz se vytvoii rizné skupinky. Ke kazdému
zakladnimu bodu patii jedna skupinka. Dalsi fazi je nalezeni centrdlniho bodu skupinky. Po
urceni centrdlnich bodu jednotlivych skupin se pocitaji souradnice vysledné hladké kiivky,

k ¢emuz lze vyuZzit metodiku popsanou vyse.

2.9. Vynosova kiivka USA

Graf 2-3 zobrazuje vyvoj vynosové kiivky v Case. Jsou pfedstaveny vynosové kiivky
urokovych sazeb v USA, které odpovidaly sazbdm Treasury Constant Maturity Rate se
splatnosti 3 a 6 mésict, 1, 2, 3, 5, 7 a 10 let. Prvni vynosova kfivka byla stanovena ke dni
28. 01. 2000 a kazda dalsi byla stanovena co pul roku. Je mozné ndzorn¢ vidét, jak se
vynosovd kiivka méni v ¢ase. V naSem piipad¢é se vynosova kifivka meénila z rostouci kiivky

na inverzni a poté znovu na rostouci.

Graf 2-3 Dynamika vynosovych kiivek v USA
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3. Typy modelu tirokovych sazeb a jejich odhady

3.1. Modely kratkodobé trokové sazby

Obecné lze fici, Ze kazdy model je definovdn proménnymi a jejich parametry.
Vsechny modely tirokové sazby jsou stochastickymi procesy, coZ znamend, Ze irokové sazby
se méni v prabéhu ¢asu ndhodné, ale zpusob jakym se méni lze modelovat. Vyvoj trokové
sazby je mozno vyjadfit pomoci Itoova procesu pro ndhodnou veli¢inu takto:
dr=pu(r,t)dt + o(r,t)dz 3.1

Zmény v hodnoté urokovych sazeb lze rozd¢lit na Casti. Prvni ¢ast je deterministickd,
tedy nendhodnd, zvand posun procesu (drift), druhd Cast je ndhodnd, oznaCovéana jako
komponent nestédlosti — volatility ¢i jako Sum.

Kratkodobd drokova sazba je klicovou urokovou sazbou ve vSech modelech. Obvykle
se za kratkodobou trokovou sazbu povazuje jednodenni, jednotydenni, jedno-, tii- nebo
Sestim¢&si¢ni drokova sazba, viz James (2000).

Bylo pozorovdno, Zze prubéh trokovych sazeb se vyznacuje tendenci k ndvratu

k sttednim (dlouhodobym) hodnotdm. Prvni ¢4st modelu respektuje nasledujici rovnici

%:a-(u—rt) pro a>0. (3.2)
Po tpravé:
dr,=a-(nW—r)-dt, (3.3)
kde p je dlouhodob4 drokové sazba tzv. mean reversion level,
o je rychlost piibliZovani k dlouhodobé hodnoté¢ tzv. mean reversion rate,
dt je Casovy interval,
r, je kratkodoba drokova sazba.

Z rovnice je ziejmé, Ze pokud je p > r,, potom pifiristek drokové sazby je kladny, coZz
vede k ristu drokové sazby a k pfiblizovani se rovnovazné hodnoté p s rychlosti a.

Druha cast rovnice (3.1) znazornuje ndhodnost, volatilitu, Sum procesu. Pokud se
uvazuje Casovd série financnich veli¢in bez skoki, potom lze vyuzit Wieneriiv proces.

Wienerliv proces je ur¢itym standardizovanym stochastickym procesem, jehoZz hodnota Z, md
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normdlni normované rozdéleni Z, ~ N(0,1). Obrazek 3-1 ukazuje piikladové cesty Wienerova

procesu.

Obrazek 3-1 Piiklady Wienerova procesu
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Slou¢enim obou komponent charakterizujicich pritb¢h drokové sazby dostavame:

dr,=a-(u-r)-dt+o-dz,, (3.4)
dz, =%, ~dr,
kde o je volatilita urokovych sazeb

Z, je ndhodnd hodnota Wienerova procesu v ¢ase ¢

Rovnice (3.4) je vyjddfenim Ornstein-Ulhenbeckova procesu a byla pouZita jako
vychozi predpoklad v prvnim nearbitrdZnim modelu pro kriatkodobou udrokovou sazbu,
Vasickoveé modelu.

Nutno se pozastavit nad veli¢inou o, kterd znazoriiuje volatilitu drokovych sazeb.
Hodnotu tohoto parametru Ize zjistit dvojim zptisobem:

¢ historicky z casovych fad a
e odvozenim (implied) z aktudlnich trZznich cen aktiv.

Prvni, jednodus$si verze stanoveni hodnoty tohoto parametru spocivd ve stanoveni
volatility drokovych sazeb pomoci vypoctu smérodatné odchylky z historickych ¢asovych fad
urokovych sazeb:

c=\/ LSl - EG)F (3.5)

n—l' -

Druhy piistup ve zjisténi volatility je zaloZen na trznim ocekdvani ohledné jeji
budouci hodnoty. Jednd se tedy o stanoveni forwardové volatility. Volatilita drokovych sazeb
miZe byt napt. rovnéz urcena z ceny opce, kterd je mimo jiné funkci volatility a pokud je tato
cena zndma, potom lze volatilitu odvodit. Hodnotu volatility zjistime feSenim Black-

Scholesovy rovnice pro cenu call opce nasledovné:
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2 2
1n(f(j+(r+02}dt ln(§j+(r+czj-dt
e . XN —o-dt | .

o-dt o-dr

cenaopce=S-N

(3.6)
Modely trokovych sazeb 1ze Clenit z riznych hledisek. Nejjednoduseji se modely ¢leni
podle poctu faktorii, které dany model ovliviuji, tedy modely:
¢ jednofaktorové a
e vicefaktorové.
Jelikoz vyvoj drokové sazby je zdkladem a cilem pro ocenovani riznych derivati
citlivych na drokové sazby, miizeme ocenovaci modely téchto derivata rozdélit na:
¢ affine yield models,
¢ whole yield curve models,
e market models,
e price kernel models,
® positive and log-r models,
e consol models,
¢ random field models a

® models with jump components.

Jednofaktorové modely

Jestlize zkoumame vyvoj kratkodobé trokové sazby, kterd je ovlivilovdna sama sebou,
potom lze nalézt vSeobecnou formulaci, pomoci které lze zapsat konstrukci fady dalSich

modelt:
dr,=0@)+c(t)-r, +b- rf) ~dt+o(t)-(r, +d)" -dz,. (3.7)

Ve velkém mnozstvi piipadli hodnota parametru b a d je rovna nule, parametr

vvvvvv

dr,=O0@)+c(t)-r)-dt+o(t)-1" -dz,. (3.8)

%

Vasi¢kav model

dr,=o-(u—r)-dt+o-dz,. (3.9)
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Tento model patii k modeltim dynamické urokové sazby. Z rovnice je zfejmé, Ze patii
k mean reversion modeliim, tj. modelim, které jsou zaloZzeny na piedpokladu, Ze vyvoj
kratkodobé trokové sazby sméfuje k hodnoté dlouhodobé rovnovazné trokové sazby.

Parametry o, 1,0 jsou konstantni. Nevyhodou modelu je, Ze tirokové sazby mohou dosahovat

zapornych hodnot. Tento problém fesi nasledujici model.

Cox, Ingersoll and Ross model (CIR)
dr,=o-(u—r,)-dt+o-[r, -dz,. (3.10)

Cilem tohoto modelu je zamezeni vyskytu zdpornych trokovych sazeb zavedenim
prvku \/Z . Rozdil mezi VaSickovym model vyplyva z odliSného chdpédni volatility.
Ve Vasickové modelu je volatilita konstantni, kdeZto v modelu CIR volatilita se mén{

proporciondlné s /7, .

Chan, Karolyi, Longstaff and Sanders model (CKLS)
dr,=0-(0W—r)-dt+oc-1 -dz,. (3.11)

Tento model pracuje s konstantni rovnovdZnou urokovou sazbou p, ale mi

vy s

flexibiln&jsi (elastickou) funkci volatility.

Hull and White model (HW)

dr,=0@)—a-r)-dt+o-dz,, nebo (3.12)

dr,:a-(@—r,)‘dt+c-dz,. (3.13)
a

v v

Jednd se o rozsitenou verzi VasiCkova modelu. Funkce 0(¢) je deterministickou funkci

Casu a je zvolena tak, aby respektovala ¢asovou strukturu trokovych sazeb:

2
em:af(a—(t)’t) +a~f(0,z)+‘2’—a(1—e-2“’), (3.14)

t

kde f(0,7) je aktudlni forwardova kiivka.
HW model je vyuzivan pro svoje jednoduché analytické vyjadieni hodnot rtiznych

aktiv napf. obligaci nebo evropskych opci s obligaci jako podkladovym aktivem. Stejné€ jako
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Vasickiv model umoznuje vyskyt zapornych urokovych sazeb. AvSak pro typické spotové

ktivky a parametry volatility je pravdépodobnost zdpornych urokovych sazeb velmi mala.

Jamshidian model (rozsiteny CIR)
dr.=a-0@) —r) di+c-r, dz,. (3.15)

Jamshidian model je kombinaci HW a CIR modelt. Tedy opét vychazi z proménlivé

rovnovazné urokové sazby 6O(r), kterd md za cil vhodné pfizplisobit aktudlni casovou

strukturu a také nedovoluje trokovym sazbam dosdhnout zapornych hodnot.

Ho and Lee model (HL)
dr,=0(t)-dt+o-dz,. (3.16)

Ptedchozi modely byly modely charakteru mean reversion. Tento model se sklad4
z deterministického, v Case se ménictho, pohybu urokové sazby a z konstantni volatility.

Funkce 0(z) je tady dana:

O(I):% +0% 1. (3.17)

t
Casovi struktura volatility je zde d4na paralelnim posunem spotové vynosové kiivky,

jejiz veli¢ina je nezdvisla na Case a na urokovych sazbach.
Black, Derman and Toy model (BDT)

dlnr, =0(t)-dt +5-dz,. (3.18)

Kratkodob4 tirokova sazba je exponencidlni funkci, coz zarucuje jeji kladnou hodnotu.

Aplikaci Itovy Lemmy miZeme vztah (3.18) transformovat do podoby:
dr,{eaw%&]n.dr+c-r,dz,. (3.19)

V BDT modelu je volatilita spojena se intenzitou pfibliZzovacitho procesu k dlouhodobé
rovnovazné urokové sazb¢ takovym zpiisobem, Ze v obvyklé situaci, kdy dlouhodobé trokové
sazby jsou méné volatiln¢jsi nez sazby kratkodobé, volatilita kratkodobych sazeb se

zmenSuje. Tato situace je nepiijatelnd, nebot’ nikdo neptedpoklada, Ze by kratkodobé sazby se
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staly méné volatilngjsi neZ dlouhodobé sazby. Tento problém fesi nasledujici BK model, kde

rychlost piiblizovani a volatilita nejsou spojeny.

Black, Karasinski model (BK)
dinr,=0-a-Inr,)-dt+0-dz,. (3.20)

Jednd se o modifikaci BDT modelu, konstantni parametr 0 zajiStuje vyrovndni
forwardovych a spotovych sazeb. Tento model podobné jako BDT model pfedpoklida, Ze
volatilita je imérnd kritkodobé urokové sazbég, tedy pomér volatility a urokové sazby je
konstantni. Pro tyto modely posun udrokové sazby neni jednoduché stanovit, pozaduji
numerické zabudovani casové struktury do vychozi drokové sazby a volatility, tedy

forwardovou ktivku jako funkci kratkodobé urokové sazby nelze stanovit analyticky.

Rendelman and Barteruv model
dr,=m-r,-dt+o-r, -dz,. (3.21)

Tento model se 1isi od ostatnich hlavné tim, Ze se podobd modeliim vyuZivajicim
Brownilv geometricky proces, ktery je typicky pro simulaci ndhodného vyvoje akcii. Prubéh
kratkodobé trokové sazby respektuje logaritmicko-normdlni rozdéleni, coz dle empirickych

studif nebylo na redlnych kritkodobych tdrokovych sazbich potvrzeno.

Vicefaktorové modely

Vicefaktorovy model trokovych sazeb je pfipad, kdy kriatkodobd drokova sazba je
nejen ovliviiovand sama sebou ale i dalSim faktorem (faktory). Vztah dalSiho faktoru
k drokové sazbé muze byt nasledujici:

® vyvoj r; je nezavisly na dalSich faktorech,

® vyvoj rije zavisly na dalSich faktorech.
Longstaff and Schwartz dvoufaktorovy model
Jednd se o zndmy dvoufaktorovy model, ktery se vyznacuje velikou flexibilitou a
dosahuje dobrého vyvazeni mezi riznymi Casovymi strukturami. Model je popsan pomoci

dvou faktorti x; a y a jejich procesu takto:
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dx, =(a—b-x,)-dt+c-[x, -dz,,

dy,=(d—e-y,) di+f -y -de,, 22
Kratkodob4 tirokova sazba r; je linedrni funkci x; a y; a vypada nasledovné:

rn=a-x, +p-y, (3.23)

dr,=v, -dt (3.24)
Volatilita drokové sazby:

v, =0’ -x, +p -y, (3.25)

Stavové proménné x; a y; lze chédpat jako komponenty vynosii trhu vztazeného c¢i

nevztaZzeného k trzni volatilité.
Balduzzi, Das, Foresi and Sundaram tiifaktorovy model (BDFS)

Model je definovén tfemi procesy:
dr, = - (1, = 1) di+1v, - dz,,
dp, =a-B—p,)-dr+n-dz,, (3.26)
dv,=a-(b—v,)-dt+o-v, -dz,,

kde 7, je kritkodobd drokov4 sazba, p, je jeho priméra v, jeho volatilita. Casov4 struktura

vV s

tohoto modelu je velice flexibilni a miZe pracovat s nejrozmanitéjSimi druhy vynosovych

kiivek.

3.2. Odhady parametri vybranych modeli drokovych sazeb

Jednim ze zakladnich diivodil, pro¢ se vyvoj urokovych sazeb modeluje, je ten, Ze
model se snazi popsat chovani drokové sazby. Kazdy model se skldda z jednotlivych faktort a
jejich parametrt. Je tfeba odhadnout tyto parametry tak, aby vysledny model do zna¢né miry
kopiroval skute¢ny vyvoj urokové sazby. K zdkladnim metoddm, pomoci kterych jsou
zjistovany jednotlivé parametry, patii:
¢ metoda nejmensich ctverct (least squares method)
¢ metoda momentl (general method of moments, GMM)

¢ metoda maximalni vérohodnosti (maximum likelihood, ML)
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Jednotlivé metody budou popsany niZe, vZdy ve spojeni s urcitym modelem trokové
sazby.
Je nutno poznamenat, Ze kazdy vytvoteny model musi byt rovnéz statisticky testovan,

aby bylo zjisténo, zda je vhodny pro danou casovou fadu jednotlivych drokovych sazeb.

YW

Metoda nejmensich ¢tverci a Vasicktv model

Predpokladd se Casova fada kriatkodobych tdrokovych sazeb r, a Vasickiv proces
definovany rovnici:
dr,=o-(u—r)-dt+c-dz,. (3.27)
Pomoci Eulerovy diskretizace upravime na tvar:
ro=0—0a-df)-r,+a-p-di+oc-dt e, (3.28)
Zavedenim substituce formulujeme:
r,=a+b-r +n,, (3.29)
kde m, je Sum, rezidudlni odchylka.
Z této rovnice je mozné odhadovat parametry a a b pomoci regrese splnénim
podminky:
> m; — min. (3.30)
:

Ptivodni parametry Vasickova modelu Ize zpétné vypocitat:

1-b
o=—

, 3.31
Z (3.31)

_ a
1-b

Parametry a a b je nutno testovat na statistickou vyznamnost. Pfinejmensim je nutno

n (3.32)

testovat jednotlivé parametry pomoci t-testl.

Metoda momentu (GMM) a CKLS model

Na zdklad¢ jednotlivych modelt drokovych sazeb lze fici, Ze vyvoj trokovych sazeb

v v

zavisi na souboru parametrii 0, napiiklad pro Vasickiv model 0 =(a,,c). Princip tohoto

piistupu tkvi v tom, Ze je moZné nalézt takové funkce f,(r,,0), pro které plati:
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E[f,(r,,9]=0. (3.33)

V zékladni verzi této metody, pocet funkci f; se rovnd poctu odhadovanych parametrt.

Predpoklddejme model trokové sazby CKLS:

dr,=o-(W—r)-dt+c-1] -dz,. (3.34)
Uzitim Eulerovy diskretizace:

r,=a+b-r,+o-r’ -u,, (3.35)

kde

g,=6-1r"-u,=r,—(a+b-r), (3.36)

€, ~N@O,6%-r* -dr).

Odhadované parametry jsou 6 =(a,b,c,vy) a soubor funkei f; :
1 N
=— > (r,—a-b-r,
i NZI(M )

N
f:l ((r,,—a=b-r) —c>-r* -dt)
2 N t+1 t t

t=1

f3 :Nz(rﬁl _a_b'rr)'rr’
=1
1 - 2 2 2
fa ZNZ:(O;+1 —a-b-r) —c -1’7 -dt)-r,
t=1
Takto zvolené rovnice ndm zajistuji, ze ¢,, ~ N(0,6” -’ -dt), Ze ¢, nebudou

autokorelovany a korelovany s r;.

Cilem je urcit parametry a,b,c,y tak, aby hodnota souboru funkci f; byla
minimalizovéna:
J(a,b,0,y)=f + f, + f, + f; - min (3.38)

Parametry o, se dopocitaji opét podle rovnic (3.31) a (3.32).

YW

Metoda maximalni vérohodnosti a Vasi¢kav model

Ukolem této metody je nalézt hodnoty parametrii modelu, pro které skuteény vysledek
nastdva s maximdlni pravdépodobnosti, je tedy modusem funkce hustoty pravdépodobnosti.
Predpokladd se, zZe funkce hustoty pravdépodobnosti je u kazdého modelu zndma. Metodu
maximdlni vérohodnosti miZeme ukdzat na Vasickové modelu v plné verzi a na modelu

upraveném podle Eulerovy diskretizace.
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e Vasickuv proces kratkodobé tirokové sazby v plné verzi:

dr,=a-(u—r)-dt+oc-dz, (3.39)
ma nésledujici rozdéleni pravdépodobnosti:
o 2
plty,r, t,,r, 10) ~ N{(u +(r, - e““"”,z— (1—e )j
: o
kde N(u,6”) je hustota pravdépodobnosti se stiedni hodnotou a rozptylem.
Funkce vérohodnosti L ma pro normdlni rozdéleni a pro N pocet prvka tvar:
2
RE .
2 N —(n+( e
L= (27: 9 a- e‘zu"”)j -exp| — 1 Z (ut(r, —w) ) — max (3.40)
2a 245 c’ —2q-dr)
—(-e
2a
Logaritmicka verze rovnice:
2
_ 2 N _ + r _ e —a-dt
mL=-N"Lnl on. O o2y | Z Wt —we D, (3.41)
2 20 i=1 \/ (1 _20“1;)
e Jestlize Vasickuv proces zapiSeme pomoci Eulerovy diskretizace jako:
r,,=a+b-r,+o-4r -¢g,, (3.42)
r, —(a+ )
g, =— ~ N(0,1)
G- dt
potom funkce vérohodnosti m4 tvar:
_N-1 Ny, —(a+b-1,) ?
=(27r -6’ -dt) 2 -exp —lz = ’ — max, (3.43)
2 i=1 (O \/E
- Ny, —(a+b-r,) ?
mL=-""LinGn-o @)L e | - max. (3.44)
2 i=1 G- \/E
Z rovnice (3.44) je ztejmé, Ze pokud hodnota In L md byt maximalizovdna, potom
vyraz

z (r,, —(a+b-r, )’

(3.45)

musi byt minimalizovan. Tento pifipad vede ke stejnému vysledku jako metoda nejmensich

¢tvercu (rovnice (3.29) a (3.30)).
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3.3. Odhady volatility

v

Vseobecné lze fici, Ze volatilita (nestdlost) urcité veli¢iny méfi intenzitu nahody. Je
typicky kvantifikovana pomoci smérodatné odchylky nebo rozptylu. Neexistuje jednoznacna
nejlep$i metoda jak méfit volatilitu. Zilezi na tom, k ¢emu se bude vypoctend hodnota
pouZivat. V soucasnosti vznika silnd potieba modelovat a predpovidat volatilitu, nebot’ bylo
dokazano, Ze ve financnich Casovych tadach volatilita neni konstantni, ale se v case méni.
Mezi nejvice pouzivané metody méfeni volatility patii ARCH (AutoRegressive Conditional
Heteroskedasticity) a GARCH modely (Generalized AutoRegressive Conditional

Heteroskedasticity).

Model ARCH(q)

Definuje volatilitu takto:
ol=a,+ag  +tae ,+..+ace’ (3.46)

q7t=q”>

kde a,>0;a,>0proi = 1,2,...,q;a,>a,>...>a
Zai<1,
i=1

e, ndhodny Sum v obdobich od -1 az po -q.

q

Rovnice (3.46) tikd, Ze ptedpoklddand volatilita v Case ¢ zdvisi na realizacich
ndhodného Sumu (odchylek) v minulych obdobich jejichZ vdhami jsou parametry ai. Volatilita
v béZzném obdobi je vysokd (nizkd) pokud minulé Soky byly velké (malé€) a Soky z méné
vzdalené minulosti maji vétSi dopad na volatilitu neZ Soky, které se uskutecnily ve vice
vzdalené minulosti.

Nedostatkem modelu ARCH je potieba velkych hodnot ¢, tzn. velkého poctu
minulych obdobi, coZ je spojeno s problémem odhadu. Tento problém fesi zobecnény model

ARCH neboli GARCH(p,q)

Model GARCH(p,q)

Je definovan:

o’ =a, +Zaisf_i +ijcf_j , (3.47)

kde a,>0;4a,>0proi = 12,...,q; b; >0 proj=1,2, ....p.
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Predikovany rozptyl tedy zdvisi na konstanté a,, minulych rozptylech &’ . a minulych
chybach v piedpovédi o7 ,.
GARCH(1,1) pro jedno obdobi vypada nésledovné:
o’ =a,+ag.  +bc’, (3.48)
V modelu GARCH Ize rovnéz najit koncept ,,mean reversion‘‘ procesu ve volatilité:

ol =w+a(e, —0)+b(c;, — o) (3.49)
kde o = L , (a1 + b1)<1
l-a, - b,

Pokud parametry a; a b1 jsou kladné, rovnice fikd, Ze kdyZ je volatilita nad (pod) svym
dlouhodobym primérem @ v Case #-1, v nasledujicim obdobi ¢ bude volatilita sméfovat
smérem dolt (nahoru) k hodnoté ®. Rychlost pfiblizovani zdvisi na parametrech a a bi.
Vseobecné feceno, ¢im vice se hodnota (a1 + bi1) blizi k 1, tim déle se bude volatilita
pfiblizovat ke své dlouhodobé stfedni hodnoté.

GARCH pro vice obdobi je mozné stanovit rekurentnim dosazovanim z predikce na

jedno obdobi, pfitom pocitime, Ze nezndmy skutecny rozptyl je nahrazen jeho ocekdvanou

hodnoutou E (8,2) =0_,,. GARCH pro:

t+1°

e jednoobdobi ¢’ =a,+ae’, +bo.,, (3.50)

e dvéobdobi o, =a,(1+(a, +b))+(a, +b)aE., +bo’,), (3.51)
® (tfi obdobi o, =a,(1+(a, +b)+(a, +b)*)+(a, +b)* - (ae’, +boc’,). (3.52)

Pro odhad parametri. modelu GARCH je vhodné pouzit metodu maximalni

vérohodnosti, jejiz logaritmicka verze je:

2

n 1 1& €
InL=—=—In2-7n——) Ino?> ——) == — max 3.53
2 2; ' 2,2_:‘0 ( )

2
t

GARCH model je obliben nejen pro svoji jednoduchost, ale také proto, protoZe je
zevSeobecnénim dalSich modeltl na méfeni volatility. Nutno fici, Ze model GARCH s poctem
parametril p, g < 2 dosahuje dobrych vysledk.

Existuje nespocetn¢ mnoho rozsifenych verzi modelu GARCH, které se snazi

o vysvétleni dalSich zavislosti ve volatilité. Zejména se jednd o autokorelaci, kladnost cf,

asymetricky efekt atd. v modelech AARCH, QARCH, log-ARCH, NARCH, E-GARCH,
I-GARCH, GARCH-M, GJR-GARCH.
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Specidlnim pifpadem modelu GARCH je model EWMA (Exponential Weighted
Moving Averadge), kdy se odhaduje pouze jeden parametr A (oznacovany jako tlumic{
faktor), tak ze:
ol=(1-1)-¢e, +r-c7,, (3.54)

za podminky 0<A<1.
Model kratkodobé drokové sazby jako GARCH model

Proces kritkodobé tirokové sazby zapiSeme pomoci rovnice:

=l =0, —0,r_ T&,. (3.55)

Z rovnice je ziejmé, Ze zména Urokové sazby je rovna linearni funkci minulé drokové
sazby s kladnymi parametry «,,¢, a ndhodného Sumu &, jehoZ oCekdvand hodnota je 0 a
predpokladany rozptyl o/, ktery je kladny a ménici se v ¢ase. O proménné, kterd m4 rozptyl

ménici se v Case, fikdme, Ze je heteroskedasticidni. Pokud se rovnice piepiSe do tvaru:
_ - g _ % |4 (3.56)
r rip = 1| Tio1 t? .

potom, za piedpokladu, Ze «,/a, a @, jsou kladné, rovnice ukazuje, Ze jestlize je r,_, nad
(pod) svym primérem, tak oc¢ekdvdame sniZeni (zvySeni) r,. Tedy pfedpoklada se, Ze vyvoj

urokové sazby respektuje ndvrat k dlouhodobym hodnotdm (mean reversion).

Model GARCH(1,1) se definuje:
o! =a,+az;, +bo., (3.57)
kde
g, =r,—(-o))-r_ —a,

Odhadované parametry a,,0,,a,,a,,b, se zjisti vyuzitim metody maximalni

vérohodnosti dle rovnice (3.53).

3.4. Analyza hlavnich komponent (Principal Components Analysis, PCA)

Jak jiz bylo feceno, urokové sazby s odliSnou dobou splatnosti jsou rizné¢ volatiln{

avSak vysoce korelované tzn. Ze se vyvijeji podobné. Tento fakt lze vyjadfit jinym,
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v s

komponent, kterd pracuje s odvozenymi neméfitelnymi veli€inami — komponentami.

Pfi¢inou vzniku této analyzy byla otdzka, zda je moZné nahradit né€kolik rizikovych
veli¢in jedinou veli¢inou bez jakékoliv ztraty informace. Tato otdzka byla vyfeSena
K. Pearsonem (1901), ktery se =zabyval popisnou statistikou slouZici k redukci

vicerozmé&rnych dat.

Cilem analyzy hlavnich komponent v oblasti trokovych sazeb je analyzovat strukturu
volatility téchto sazeb. Metodika této analyzy spocivd v nahrazeni korelovanych tdrokovych

sazeb R; novymi, nekorelovanymi veli¢inami — komponentami Z, které lze vyjadiit jako

linedrni kombinace piivodnich drokovych sazeb:

Z,=p,, R+p,, Ry+..py, R, :Zpl.,j ‘R, . (3.58)

Obecné lze fict, Ze kolik je drokovych sazeb s rtiznou dobou splatnosti, tolik je
komponent, tedy i =j = 1,..., k. Vyznamnost jednotlivych komponent je uréovana podle jejich
rozptyld. Jestlize komponenta Z; ma vyberovy rozptyl X ; , potom pofadi vyznamnosti se
ur¢i podle kritéria A, 2...2A,. Podil A ; a ZX ; znamend procentni podil A ; na hodnoté

celkového rozptylu.

Kazda komponenta Z, je tak popsdna vlastnim (charakteristickym) cislem
(eigenvalue) neboli  vybérovym rozptylem A, a sérif jednotlivych parametr

P j»--Py.; tvoficich vlastni (charakteristicky) vektor (eigenvector).

Matematicky aparat PCA

Predpoklada se série Casovych fad drokovych sazeb r, srozdilnou dobou do
splatnosti T;,tzn. 1, (rj),
kde
i=1,...,n+1
j=1,...,k
Proces stanoveni hlavnich komponent 1ze rozd¢lit do n€kolika krokti:

— stanoveni diferenci di,j =" (’Cj) - (rj),
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— zhodnot d, ; se vytvoii kovarian¢ni (korelacni) matice 2,

— nalezeni takové matice P s prvky p, tak, aby vysledkem sou¢inu matic P-X- P~ byla

diagondlni matice, tedy:

A 0 0 0
L0 A 0 0
P.x.p'= - (3.59)
0 0 . 0
0 0 0 2

k

pfi splnéni podminky: A, >...2%,.

Interpretace jednotlivych komponent

Z tady empirickych studii, viz Fabozzi (1997), bylo zji§téno, Ze prvni tfi komponenty
vysvétluji pies 95% celkového rozptylu. Tabulka 3-1 ukazuje kumulativni procentni podil
prvnich tfi komponent na celkovém rozptylu ve vybranych zemich. Je tady zifejmé ono
zjednoduseni. Pokud jsme dfive analyzovali napf. vyvoj 10-ti riznych drokovych sazeb, ted’

nam k tomu stac¢i prvni tfi komponenty. To je uZite€né zejména pfi sprave trzniho rizika.

Tabulka 3-1 Procentni podil prvnich ti'i komponent na celkovém rozptylu ve vybranych zemich

Zemé % -ni podil
Francie 97,10
Itdlie 94,15
Japonsko 95,40
Kanada 95,65
Némecko 96,05
Spojené Kralovstvi 97,21
USA 98,60

Bylo empiricky dokazéno, Ze prvni komponenta se chova jako paralelni posun
(shift). To znamend, Ze tato komponenta reprezentuje skutecnost, Ze vSechny drokové sazby
se pohybuji ve stejném sméru. Tvar kiivky tohoto faktoru je vétSinou plochy, nékdy byva
klesajici s rostouci dobou do splatnosti, coZ dokladd fakt, Ze kritkodobé sazby jsou

volatilnéjsi. Prvni komponenta m4 rovnéZ nejvétsi vypovidaci schopnost ze vSech.
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Druha komponenta charakterizuje zakrouceni v ¢asové struktuie (twist) a odrazi, ze
kratkodobé a dlouhodobé sazby se pohybuji v protisméru. Rozhoduje o tom, zda vynosovi

kiivka je strma ¢i plocha.

Treti komponenta byva oznaovdna jako motyl (butterfly). Pfedstavuje fakt, Ze

kriatkodobé a dlouhodobé sazby se vyvijeji v opaéném sméru nez sazby sttednédobé.

Obrazek 3-2 znazoriuje piikladné kiivky prvnich tf{ komponent zavislych do dobé do

splatnosti pivodnich drokovych sazeb.

Obrazek 3-2 Prikladové kiivky prvnich komponent

2 7H_._
c
o 17
3 —
2
o 0 - T T T I T T T 1
i D = 4 6 8 10 12 14 16 18 20
31
_g —&— Prvni komponenta
;E 2 —#— Druha komponenta

Treti komponenta

Doba do splatnosti

Analyza hlavnich komponent se nemusi vzdy jevit jako vhodny zptsob pro shrnuti
dat. Zélezi na tom, kolik procent z celkového rozptylu je vysvétleno prvnimi komponenty.
Pokud nékolik prvnich komponent vysvétluje vétSinu rozptylu, potom tato analyza je
ucinnd. To zalezi na korelaci mezi vychozimi drokovymi sazbami. V piipadé vysoké korelace
prvni komponenty vysvétluji vétSinu celkového rozptylu, v ptipadé nizké korelace tomu tak

neni.
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4. Ovéreni vybranych modelu trokovych sazeb
4.1. Vynosova k¥ivka v CR

Pro vypocet vynosové kifivky je nutné pouZzit obligace stejného druhu. Tradicni
homogenni skupinu pfedstavuji stitni obligace, které jsou zobecnénim nejmensiho rizika za
nejniz$i vynos. Vynosova kiivka vytvofend ze stitnich obligaci je tedy zdkladni vynosovou
ktivkou v zemi. Tabulka 4-1 ukazuje 12 stitnich obligaci s rGznou dobou do splatnosti.
Aktudlni trzni ceny se vztahuji ke dni 12. 2. 2004 a vyslednd kiivka bude také vztaZena

k tomuto dni.

Tabulka 4-1 Zakladni charakteristiky jednotlivych statnich obligaci

Nazev statniho dluhopisu Nl?(l:li:ftl;i Aktuzi!ziltrini K‘l’l%’n Doba splatnosti
ST.DLUHOP. 7,30/04 10 000 102,27 7,30 06.08.2004
ST.DLUHOP. 6,05/04 10 000 102,10 6,05 14.09.2004
ST.DLUHOP. 6,75/05 10 000 104,24 6,75 18.02.2005
ST.DLUHOP. 3,00/06 10 000 100,14 3,00 20.01.2006
ST.DLUHOP. 5,70/06 10 000 106,32 5,70 26.10.2006
ST.DLUHOP. 6,30/07 10 000 108,36 6,30 17.03.2007
ST.DLUHOP. 2,90/08 10 000 96,61 2,90 17.03.2008
ST.DLUHOP. 6,40/10 10 000 112,01 6,40 14.04.2010
ST.DLUHOP. 6,55/11 10 000 112,87 6,55 05.10.2011
ST.DLUHOP. 3,70/13 10 000 91,55 3,70 16.06.2013
ST.DLUHOP. 6,95/16 10 000 117,04 6,95 26.01.2016
ST.DLUHOP. 4,60/18 10 000 93,34 4,60 18.08.2018

Bude pocitana vynosova kiivka predstavujici zavislost vynosu do splatnosti (YTM) na

dobé do splatnosti. Dle rovnice:

TCO=Y CF,(1+y)”
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je nutno vypocitat vynos do splatnosti y, ktery je nasi nezndmou. CF; predstavuji penc¢zni
toky v jednotlivych letech, tzn. kupénové platby v kazdém roku a nominalni hodnotu v dobé
dospélosti obligace. Trzni cena obligace je hrubou cenou obligace zahrnujici Cistou cenu

obligace (kurz obligace) a alikvotni urokovy vynos, tedy:
TCO = kurz- 22 1 AtV
100

Vyslednd rovnice, ze které je po¢itin YTM vypada nésledovné:
. &K K, + NH
kurz-E+AUsz T
100 —(+y)  dA+y)

Vynos do splatnosti statniho dluhopisu 5,70/06 se vypocte:

10000 254 570 570 570 + 10000
+570

100 ’ 360 - (1+ y)254/360 + (1+ y)l+254/360 + (1+ y)2+254/360

106,32 -

U statnich dluhopisti se predpoklddd vyplata kupont jedno za rok. Pro vypocet
neznamé y se pouZije program Regitel aplikace MS EXCEL.
Tento postup se pouZije pro kazdou dalsi stitni obligaci. Vysledné vynosy do

splatnosti a jejich doby do splatnosti ukazuje tabulka 4-2.

Tabulka 4-2 Vynosy do splatnosti jednotlivych statnich obligaci

. . . Doba dO. Vynos do Doba
Nazev statniho dluhopisu | splatnosti splatnosti splatnosti
(v letech)
ST.DLUHOP. 7,30/04 0,48 2,47% 06.08.2004
ST.DLUHOP. 6,05/04 0,59 2,39% 14.09.2004
ST.DLUHOP. 6,75/05 1,02 2,47% 18.02.2005
ST.DLUHOP. 3,00/06 1,94 2,92% 20.01.2006
ST.DLUHOP. 5,70/06 2,71 3,22% 26.10.2006
ST.DLUHOP. 6,30/07 3,10 3,41% 17.03.2007
ST.DLUHOP. 2,90/08 4,10 3,81% 17.03.2008
ST.DLUHOP. 6,40/10 6,17 4,15% 14.04.2010
ST.DLUHOP. 6,55/11 7,65 4,52% 05.10.2011
ST.DLUHOP. 3,70/13 9,34 4,84% 16.06.2013
ST.DLUHOP. 6,95/16 11,96 5,02% 26.01.2016
ST.DLUHOP. 4,60/18 14,52 5,26% 18.08.2018

Vynosovou kiivku statnich obligaci sestavenou ke dni 12.2.2004 predstavuje graf 4-1.
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Graf 4-1 Vynosova kfivka statnich obligaci sestavena ke dni 12. 2. 2004
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Doba do splatnosti v letech

Vysledna vynosova kiivka byla vyhlazena dle postupu uvedeného v kapitole 2.8.
Hladka ktivka byla stanovena tak, Ze byly zjistény vyhlazené hodnoty drokovych sazeb pro
kazdy den doby do splatnosti v obdobi patnicti let (tj. 5400 pozorovani). Kvili velkému poctu
dat byl misto programu MS EXCEL vytvoien program, jehoz algoritmus, viz Adams (1993),
je popsan v priloze €. 1.

Uzitim vytvoteného programu na vyhlazovani vynosovych kiivek byly rovnéz zjistény
hodnoty vynost do splatnosti s celo¢iselnymi ro¢nimi dobami do splatnosti, tj. vynosy
s dobou splatnosti 1, 2, 3,....14 let. Tyto vynosy byly pouzity pro kalkulaci jednoro¢ni

forwardové sazby dle vztahu:

A+r)
=l —7 |
S [(1+rt_l)"1}

Tabulka 4-3 ptedstavuje spotové a jednorocni forwardové sazby a graf 4-2 jejich
grafické zobrazeni. Napfiklad spotovd sazba 4,0% udavd primérny ro¢ni vynos pii
jednorocnim uroceni za 5 let, forwardova sazba 4,8% znamend primeérny rocni vynos

v budoucnu od konce roku 4 do konce roku 5.

Tabulka 4-3 Jednoro¢ni spotové a forwardové tirokové sazby

Doba do splatnosti v letech

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Spot. US  [2,5% |3,0% | 3,4% |3,8% |4,0% | 4,1% | 4,4% | 4,6% | 4,8% | 4,9% | 5,0% | 5,0% | 5,1% | 5,2%

Forw. US |2,5% |3,4% | 4,2% |5.1% | 4.8% | 4,8% | 5,7% | 6,4% | 6,3% | 6,0% | 5,6% | 5.6% | 6,1% | 6,7%
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Z grafu 4-2 je moZné rovnéZz prehledné vidét, Ze spotové a forwardové vynosové
ktivky se chovaji jako primémé a margindlni veli¢iny. Zatimco v obdobi let 4-6 spotové

sazby rostou s klesajicim tempem, forwardové sazby klesaji.

Graf 4-2 Spotova a forwardova vynosova krivka
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doba do splatnosti v letech

Vynosovou kfivku je mozné sestavit i z jinych vynost napf. promptnich, které

respektuji vztah (2.12):

rco=3 K K+NH
= d+r) A+ r)”
tedy kaZzdorocni cash flow z obligaci je diskontovdn jinou udrokovou sazbou. Vypocet se
provadi néasledovné. Nejprve se vypocte vynos do splatnosti jednoleté, nejlépe diskontované
obligace. Poté se tento vynos dosadi do dvouleté obligace, kde nezndmou je pouze spotovy
Vvynos oyo,2. Zjisténé dva spotové vynosy se pak dosadi do tfileté obligace, vypocte se spotovy
vynos oyo3 atd. Tato metoda stanoveni vynosu je zvand bootstrapping, viz Fabozzi (2000).
Stanoveni promptnich vynost timto zptisobem znamena v podminkdch CR problém,
nebot’ jsme omezeni poctem stitnich obligaci s nekontinudlnimi dobami do splatnosti.
Existuji obligace s dobou do splatnosti Ctyf nebo Sesti let, av§ak chybi obligace s pétiletou
dobou dospélosti. MoZnym feSenim je linedrni nebo exponencidlni interpolace, ale toto feSeni

mize ptinést zkreslené ¢i neptesné vysledky.
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4.2. Odhad parametru vybranych modeli urokovych sazeb

V této casti budou ovéfeny vybrané modely urokovych sazeb. Obecnd metodika
postupu byla popsdna v kapitole 3.2. Neexistuji modely, které by byly schopny modelovat
urokové sazby jakéhokoliv druhu, proto se v této kapitole budou odhadovat parametry
vybranych modelti drokovych sazeb v zdvislosti na jednotlivych typech vstupnich dat.
Vstupni data budou reprezentovat skupiny tirokovych sazeb' s odlignou charakteristikou. Byly
vybrany soubory trokovych sazeb:

e Ceskych, britskych a americkych (teritoridlni hledisko),
e dle rizné doby do splatnosti (¢asové hledisko),
¢ velkého resp. malého rozsahu,

* se skokem (Sokem) resp. bez skoku.

Vasiékiv model, CIR model a metoda nejmensich ¢tverci

Urokovi sazba je funkci minulé tdrokové sazby, tedy:
r,=a+b-r,+n,.

Hledame parametry a, b s pouzitim tcelové funkce:
UF = Z n; — min.

:

NP4

Parametry Vasi¢kova a CIR modelu (a,p) jsou dopocteny pouZitim rovnic (3.31)
a (3.32) a posléze pouzity v rovnicich (3.9) a (3.10)

Pro metodu nejmensich ctverct byl pouzit program EXCEL, modul REGRESE, ktery
je soudsti doplitku ANALYZA DAT.

Priklad A

Vstupni data tvofi mésicni pruméry urokové sazby 1M PRIBOR, obdobi
XI1.97 - IX.03. Celkem 70 pozorovani, bez skoku (Sokového zvySeni drokovych sazeb).
Vystupem je tabulka 4-4 a graf 4-3. Vyskyt hvézdicky * u parametrti a ¢i b znamend,

Ze tento parametr je na hladin€ vyznamnosti 5% statisticky vyznamny.

! Vechny tirokové sazby jsou pfepocitéany a vyjadieny v % p. a.
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Tabulka 4-4 Odhadnuté parametry modela s pouZitim metody nejmensich ¢tvercu

Parametr | Piiklad A | Pfiklad B | Priklad C | Priklad E | Priklad F

a 0,000857 | 0,005632 0,000036 0,00126* 0,00205*

b 0,953477* | 0,964662* | 0,997895* | 0,86409* 0,94360*

a 3,256628 | 4,699955 3,081405 13,5914 5,6399
[ 1,842% 15,937% 1,720% 0,928% 3,637%
* statisticky vyznamné na 5% hladin€ vyznamnosti

Graf 4-3 Vasicek, CIR a IM PRIBOR
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Priklad B

Vstupni data tvoii mésicni praméry drokové sazby 1M PRIBOR, obdobi 1.93 - IX.03.
Celkem 133 pozorovani, se skokem (ménova krize v CR v roce 1997).

Vystupem je tabulka 4-4 a graf 4-4.
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Graf 4-4 Vasic¢ek, CIR a 1M PRIBOR se skokem
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Z ptikladi A a B je vidét, Ze Vasicktiv a CIR model nepracuji se Soky, coZz dokladaji
piislusné grafy. Regrese rovnéZ nepocitd se Soky, jejim cilem je najit ,,zlatou stfedni cestu*
mezi jednotlivymi zménami trokové sazby. Na grafech je rovné€Z patrny rozdil mezi
Vasickovym a CIR modelem. Zatimco Vasickiv model je volatilnéj$i, CIR model si volatilitu
hlid4, drokova sazba se tak nemiiZe dostat do zdpornych hodnot. Sklon kiivky CIR modelu

klesa, pokud se urokova sazba blizZi k 0, ¢imz pfipomina hyperbolu (graf 4-3).

Priklad C

Vstupni data tvofi denni kurzy drokové sazby 1M PRIBOR, obdobi
2.1.98 —17. 10. 03. Celkem 1464 pozorovani. Vystupem je tabulka 4-4 a graf 4-5.
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Graf 4-5 Vasicek, CIR a denni 1M PRIBOR
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Piiklad je identicky s pifikladem A aZ na to, Ze pracuje s dennimi sazbami 1M
PRIBOR. Na parametry Vasickova a CIR modelu to v§ak nemé podstatny vliv (tabulka 4-4).
Vasickiiv model se na pfelomu let 02/03 dostal do zdpornych hodnot, kdeZto v ptikladu A
byly hodnoty jesté¢ kladné. To je zplsobeno délkou kroku, tedy inverzni hodnotou poctu

pozorovani.

Piiklad D

V ivodu bylo avizovano, Ze budou zkoumédny rovnéZ modely s drokovymi sazbami,
které se li§i dobou do splatnosti. JelikoZz Vasicktiv a CIR model jsou modely kriatkodobé
urokové sazby, ptichdzeji v ivahu drokové sazby se splatnosti do jednoho roku. Jak je ziejmé
z grafu 4-6 predstavujici sazby PRIBOR se splatnosti od 1 dne po 1 rok, tyto drokové sazby
se vyvijeji stejné, jsou vysoce korelovany, takze neni dliivod je odlisné zkoumat. Je jedno
jakou drokovou sazbu pro modely zvolime, ani mirn€ odli§nd volatilita nehraje podstatnou

roli.
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Graf 4-6 Vyvoj PRIBORu v ¢ase
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Priklad E

Vstupni data tvoii denni americké trokové sazby Constant Maturity Rate se splatnosti
3 mésice, obdobi 5. 9. 03 — 30. 1. 04. Celkem 100 pozorovani. Vystupem je tabulka 4-4 a graf
4-7.

Graf 4-7 Vasicek, CIR a denni 3M CMR
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Metodou nejmensich ¢tverct byla nalezena dlouhodob€ rovnovadznd trokovd sazba.

N P%

Volatilita Vasickova a CIR modelu miZe byt posléze urcena historicky z ¢asovych tad.
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Piiklad F

Vstupni data tvofi denni kurzy 3-mési¢ni sazby LIBOR v GBP, obdobi
21.1.03 - 19. 6. 03. Celkem 100 pozorovani. Vystupem je tabulka 4-4 a graf 4-8.

Graf 4-8 Vasicek, CIR a 3M LIBOR (odhad parametri modelu + predikce tirokové sazby)
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Parametry obou modeli byly odhadnuty z asové tfady s délkou 100 pozorovini.

Nasledné byly tyto parametry pouzity k predikci urokové sazby pro dal$ich 30 obdobi (dntt).

Metoda nejmensich ¢tverci — shrnuti

Z vyse uvedenych piikladl 1ze usoudit, Ze k predikci urokovych sazeb se vice hod{
maly pocet pozorovani (eliminace Sokl), nebot’ se predpoklddd, Ze urokové sazby budou
respektovat nastoleny trend. Odhad parametrii z dlouhé Casové fady je rovné€Z nepiipustny,
nebot’ odchylky modelt od skutecného vyvoje mohou byt znac¢né veliké, vyjimkou neni ani
5%-ni urokova diference. U kratké Casové fady se odchylky pohybuji kolem 0,1%.

Vasickiv model, na rozdil od CIR modelu, je vhodny pro volatilni vyvoj drokové
sazby. To, Ze Vasicktiv model neni schopen dostatecné kopirovat volatilitu Grokové sazby, je
zplsobeno pouzitim metody nejmenSich Ctvercil, kterd stanovuje odhady parametri pfi

minimalizaci volatility modelu. U VaSickova modelu nds nesmi piekvapit i moZnost
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zapornych urokovych sazeb. Model CIR se hodi pro modelovani dennich zmén drokovych

sazeb, které se ptili§ neméni a jejich vyse se pohybuje tésné€ nad 0.

Model GARCH (1,1) a metoda maximalni vérohodnosti

V této kapitole budeme odhadovat parametry modelu GARCH pro jedno obdobi

(ay.a,,b) scilem predikovat volatilitu udrokovych sazeb. Zména trokové sazby je
definovdna VaSickovym, respektive CIR procesem (parametry o,,a,). Tyto parametry jsou

poté dosazeny dosazeny do rovnic (3.31) a (3.32) a vypocteny parametry rychlosti
pfiblizovani k& a rovnovadzné urokové sazby . Problematika a metodika vypoctu byla
popséna v kapitolach (3.3.2.) a (3.3.3.). K vypoétim byl pouzit doplnék Resitel programu MS
EXCEL.

Piiklad G

Vstupni data tvoii mésicni kurzy 6M CMR, obdobi XII.OO — 1.04. Celkem 38
pozorovani. Vystupem jsou hodnoty v tabulce 4-5 a grafy 4-9 pro model GARCH a 4-10 pro

model trokové sazby. Hvézdicka * u parametri a,,a,,b,,a,,0, v tabulce znamend, Ze tyto

parametry jsou na hladin€ vyznamnosti 5% statisticky vyznamné.

V grafu 4-9 je mozné vidét chovéani skute¢né volatility drokovych sazeb &’ a

2

predikované volatility na jedno obdobi ;.

Predikovand volatilita se pfiblizuje ke skutecné

2
t+1

volatilité v jednotlivych krocich. Jestlize v ase (f) byla ¢, vy$§i nez ¢, potom v &ase (t+1)

2
bude o,

klesat.
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Tabulka 4-5 Odhadnuté parametry modelu GARCH (1,1) a modeli kratkodobé drokové sazby

Parametr| Piiklad G | Priklad H | Priklad I

ao 5E-07 1,5E-07 0,000115

G?ll}l?H ai 0,81027 * 0,7158 * | 0,297258 *

b1 0,18972 * 0,2841 * | 0,702742 *

o, 0,00625 * | 0,00037 * 0,000109

Vagicek, a, 0,51913 * | 0,04000 * | 0,005348 *
CIR k 19,726 3,999 2,770
3 1,204% 0,940% 2,042%

* statisticky vyznamné na 5% hladiné vyznamnosti

Graf 4-9 GARCH (1,1)
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Graf 4-10 Vasic¢ek a 6M CMR v modelu GARCH(1,1)
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Vstupni data tvoii denni kurzy americké trokové sazby Constant Maturity Rate se

splatnosti 3 mésice, obdobi 5. 9. 03 — 30. 1. 04. Celkem 100 pozorovani. Vystupem je tabulka

4-5 a graf 4-11.

Graf 4-11 Vasiéek, CIR a 3M CMR v modelu GARCH (1,1)
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Vstupni data tohoto piikladu jsou shodnd s piikladem E, rozdil je ve zpiisobu vypoctu

parametri modelu. Minule byla uplatiiovdna metoda nejmensSich ¢tvercii, nyni je to metoda

maximdlni vérohodnosti. Z hlediska porovnani vysledkt lze fici, Ze ob¢ metody odhadly

dlouhodobé rovnovaznou turokovou sazbu stejn€, rozdil je v rychlosti pfiblizovani k této

hodnoté.
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Piiklad I

Vstupni data tvoii denni kurzy 1M PRIBOR, obdobi 27. 9. 01 — 30. 1. 04. Celkem 518
pozorovani. Vystupem je tabulka 4-5 a graf 4-12.

Graf 4-12 Vasi¢ek, CIR a IM PRIBOR v modelu GARCH (1,1)
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Podobné¢ jako v piikladech s podobnymi vstupnimi daty, modely nedostatecné kopiruji
vyvoj urokové sazby. Statistickd nevyznamnost parametru o,indikuje, Ze ho nemiZeme
zatadit do modelu. ObtiZzné lze najit vhodny model pro fadu trokové sazby 1M PRIBOR,

kterd se méni skoky a posléze udrzuje urcitou droven.

GARCH - shrnuti

Pouzitim modelu GARCH (1,1) a metody maximalni vérohodnosti k ureni parametri
modelu kratkodobé drokové sazby jsme ziskali vysledky, které byly obdobné vysledkim
vypoctenym s pouZitim metody nejmensich ¢tverci. Pfi pohledu na tabulku 4-5 zjistime, Ze

parametr a, modelu GARCH (1,1) je ve vSech pripadech statisticky nevyznamny, proto ho

nelze zafadit do vysledného modelu. DalSi parametry a,,b, uZ statisticky vyznamné jsou,

navic jejich soucet se rovnd jedné. To pfipomind model EWMA, kdy odhadujeme pouze
jeden parametr (rovnice (3.54)), tedy miiZeme fici, Ze na zdkladé empirickych zjistén{
k odhadu volatility se vice hodi model EWMA ne7 diive formulovany model GARCH pro
jedno obdobi.
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Metoda momentu GMM a CKLS

Vychdzime z kapitoly 3.2.2. Model CKLS odhaduje nejen parametry pro zménu

urokové sazby, ale také pro jeji volatilitu. Jedna se o 4 parametry v rovnici:
dr,=o-(W—r)-dt+oc-1' -dz,

Model CKLS lze jednoduse zménit ve VaSickiv nebo CIR model pozménénim

parametrii ¢ a v . Uloha byla feSena s pouZitim doplitku Regitel aplikace EXCEL.

Priklad J

Vstupni data tvoifi denni kurzy 1M PRIBOR, obdobi 27. 9. 01 — 30. 1. 04. Celkem 518
pozorovani. Vystupem je tabulka 4-6 a graf 4-13.

Tabulka 4-6 Odhadované parametry modelii irokové sazby s pouZitim metody GMM

Priklad J Priklad K
Parametr
CKLS Vasicek CIR Vasicek CIR
o 17,028 17,028 17,028 0,93134 0,93134
u 3,104% 3,104% 3,104% 0,891% 0,891%
o 1,0000 0,01015 0,01015 0,00027 0,00027
Y 0,9999 0 0,5 0 0,5

Graf 4-13 Vasicek, CIR a CKLS za pouziti GMM
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Z grafu 4-13 je zfejmé, Ze ani jeden model jehoZ parametry byly vypocteny pomoci
GMM neni schopen kopirovat klesajici trend vyvoje 1M PRIBOR. Pro Vasickiv a CIR model

byla hodnota ¢ vypoctena standardné jako smérodatnd odchylka historické ¢asové tady.

Piiklad K

Vstupni data tvoii denni kurzy americké drokové sazby Constant Maturity Rate se

splatnosti 3 mésice, obdobi 5. 9. 03 — 30. 1. 04. Celkem 100 pozorovani. Vystupem je tabulka
4-6 a graf 4-14.

Graf 4-14 Vasicek a CIR s pouzitim GMM
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Do grafu 4-14 nebyl zahrnut model CKLS, ktery md o a p stejné jako u ostatnich
modelli, avSak parametry ¢ a y jsou rovny 1. Tento piiklad 1ze srovnat s piiklady E a H,

které pracuji se stejnymi vstupnymi daty, ale pouzivaji jinou techniku.

GMM a CKLS - shrnuti

Z teoretického hlediska by mél model CKLS ve spoluprici s metodou GMM
dosahovat nejlepSich vysledkii. To diky odhadovani vSech ¢tyf nezndmych parametrtit modelu
CKLS charakterizujicich zménu drokové sazby a jeji volatilitu. V této praci se vSak tato

empirickd zkuSenost jinych studii nepotvrzuje.
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4.3. Analyza hlavnich komponent (PCA)

V této Casti se pokusime zjistit hlavni komponenty tdrokovych sazeb na americkém
a ¢eském trhu. K vypoctim byl pouZit pocitacovy program SPSS (Statistical Program for

Social Science).

Americky trh

Byly pouZity americké drokové sazby Treasury Constant Maturity Rate. Jedna se
o tydenni sazby v obdobi od 8. 5. 1998 do 30. 1. 2004 tj. Casova tfada citajici 300 pozorovani.
Byly vybrany urokové sazby se splatnostmi 3 a 6 mésict, ddle se splatnosti 1, 2, 3, 5, 7, 10
a 20 let.

Program SPSS pouziva ke stanoveni hlavnich komponent kovarian¢ni nebo korela¢ni

matici vychozich hodnot. Byla vybrdna korelacni matice, jejiz hodnoty zachycuje tabulka 4-7.

Tabulka 4-7 Korela¢ni matice vybranych americkych drokovych sazeb

20Y | 10Y | 7Y 5Y 3Y 2Y 1Y 6M | 3M

20Y | 1,000 | 0,981 | 0,967 | 0,944 | 0,906 | 0,877 | 0,815 | 0,775 | 0,753
10Y | 0,981 | 1,000 | 0,993 | 0,983 | 0,954 | 0,932 | 0,881 | 0,848 | 0,829
7Y {0,967 | 0,993 | 1,000 | 0,996 | 0,980 | 0,964 | 0,923 | 0,894 | 0,877
SY (0,944 | 0,983 | 0,996 | 1,000 | 0,991 | 0,980 | 0,946 | 0,921 | 0,906
3Y (0,906 | 0,954 | 0,980 | 0,991 | 1,000 | 0,997 | 0,978 | 0,960 | 0,948
2Y (0,877 0,932 0,964 | 0,980 | 0,997 | 1,000 | 0,990 | 0,977 | 0,967
1Y | 0,815 {0,881 | 0,923 | 0,946 | 0,978 | 0,990 | 1,000 | 0,996 | 0,991
6M (0,775 | 0,848 | 0,894 | 0,921 | 0,960 | 0,977 | 0,996 | 1,000 | 0,998
3M | 0,753 | 0,829 | 0,877 | 0,906 | 0,948 | 0,967 | 0,991 | 0,998 | 1,000

Z korelacni matice je zfejma pozitivni korelace americkych urokovych sazeb.
Korelace dvou tdrokovych sazeb klesa se zvySovanim rozdilu jejich dob do splatnosti.

Analyza hlavnich komponent urcuje hlavni komponenty pomoci maximalizace
procentniho vysvétleni rozptylu ptivodnich proménnych. Tabulka 4-8 ukazuje vlastni ¢isla

(eigenvalue) jednotlivych komponent véetné€ procentniho podilu na celkovém rozptylu.
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Tabulka 4-8 Vlastni (charakteristicka) ¢isla jednotlivych komponent

Vlastni ¢isla (eigenvalue)
Komponenta
Absolutné % rozptylu Kumulativni %
1 8,476000 94,179000 94,18
2 0,490000 5,447000 99,63
3 0,020670 0,230000 99,86
4 0,009227 0,103000 99,96
5 0,002047 0,022750 99,98
6 0,000684 0,007598 99,99
7 0,000564 0,006261 99,99
8 0,000397 0,004405 100,00
9 0,000133 0,001477 100,00

Prvni hlavni komponenta vysvétluje 94,18% celkového rozptylu. Neni tedy problém
nahradit vychozich 9 drokovych sazeb touto jedinou hlavni komponentou. Analyza hlavnich
komponent se vSak vétSinou soustfed’'uje na prvni tfi komponenty, tedy budeme pracovat

s nimi i naddle. Procentni podil druhé a tfeti komponenty na celkovém rozptylu je 5,45%

a0,23%.

Tabulka 4-9 predstavuje hodnoty prvnich tii komponent. K lep§imu grafickému
zobrazeni komponent slouZi hodnoty komponentnich skére, které jsou rovnéZz uvedeny v této

tabulce. Komponentni skére zajiStuji, ze ktivky hlavnich komponent osciluji kolem jedné

hodnoty, vétSinou kolem 0.

Tabulka 4-9 Hodnoty prvnich tfi komponent a jejich skore

Komponenta Komponentni skore

1 2 3 1 2 3
M 0,901 |0431 | -0,005 | 0,606 | -0,282 | -1,977
6M 0,886 0,462 | 0,010 | 0,542 | -0,274 | -2,345
1Y 0,852 0,521 | 0,035 | 0,406 | -0,243 | -2,331
2Y 0,776 10,624 | 0,076 | 0,146 | -0,134 | 3,051
3Y 0,729 0,677 | 0,091 | 0,016 | -0,044 | 6,054
5Y 0,642 10,760 | 0,103 | -0,153 | 0,163 | 2,848
7Y 0,588 0,806 | 0,071 | -0,222 | 0,31 -0,695
10Y 0,508 |0,857 | 0,057 | -0,286 | 0,502 | -3,094
20Y 0,398 0,915 | -0,058 | -0,311 | 0,748 | -1,968
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Prvni sloupec tabulky predstavuje jednotlivé vychozi irokové sazby s riznymi dobami
do splatnosti. 2. aZ 4. sloupec (popiipad¢€ 5. aZ 7. sloupec) zobrazuje hodnoty prvnich tii
komponent ¢i jejich skére. Hodnoty prvni komponenty v druhém sloupci tvofi vlastni,

charakteristicky vektor dané komponenty (eigenvector).

V teoretické €asti byla uvedena rovnice (3.58), na zdklad¢ které bylo mozné vyjadrit
urcitou komponentu jako linedrni kombinaci jednotlivych drokovych sazeb. Rovnice prvnich
tf{ komponent jsou uvedeny:

Z,=0901-R, +0,886-R, +0,852-R, +0,776- R, + 0,729 - R, + 0,642 - R, + 0,588 - R,
+0,508 - R; + 0,398 - R,

Z,=0431-R, +0,462-R, +0,521- R, +0,624- R, + 0,677 - R, + 0,760 - R, + 0,806 - R,
+0,857- Ry +0,915- R,

Z,=-0,005-R, +0,010-R, +0,035-R, +0,076- R, +0,091- R, +0,103- R, +0,071- R,
+0,057- R, — 0,058 - R,

Pfi pohledu na hodnoty hlavnich komponent ¢i jejich skére je ziejmé, Ze hodnoty
prvni hlavni komponenty klesaji pro trokové sazby s del§i dobou do splatnosti. Prvni
komponenta, kterd oznacuje paralelni posuny drokovych sazeb, naznacuje, Ze tirokové sazby
s dobou splatnosti od 3 mésicti do 3 let se vyvijeji opacné€ oproti urokovym sazbam s dobou
splatnosti 5 aZ 20 let. Hodnota komponentnich skére je kladnd u kratkodobych trokovych
sazeb a zdporné u dlouhodobych trokovych sazeb.

Vyvoj druhé komponenty, kterd rozhoduje o sklonu vynosové kiivky, je rostouct, tedy
je protikladem prvni komponenty. Hodnoty komponentnich skére pro dobu splatnosti od 3
mésict do 3 let jsou zdporné, pozdéji prechazeji v kladné hodnoty.

Pohledem na hodnoty skére tfeti komponenty zjistime, Ze kratkodobé sazby (do 1
roku) a dlouhodobé sazby (nad 7 let) se pohybuji v jiném sméru nez sazby stfednédobé (2 az
5 let).

Graf 4-15 znédzortiuje kifivky hlavnich komponent pii pouziti hodnot komponentnich

skore.
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Graf 4-15 Hlavni komponenty americkych drokovych sazeb

= &= = Prvni komponenta

= =M= =Druhd komponenta
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Komponentni skére

Doba do splatnosti

Cesky trh

Pro analyzu hlavnich komponent Ceskych trokovych sazeb byly pouzity ¢asové fady
urokovych sazeb PRIBOR a IRS. V analyze jsou zastoupeny denni sazby PRIBOR se
splatnosti 3, 6 a 9 mésici, dale sazby IRS se splatnosti 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9 a 10 let. Casové
fada zahrnuje 1093 pozorovani v obdobi od 10. 11. 1998 do 17. 10. 2003

V tabulce 4-10 jsou uvedeny vychozi korelaéni koeficienty domdécich drokovych

sazeb. Je ziejmé, Ze tyto sazby jsou velice silné (azZ extrémné) korelovany, nebot’ vSechny

korelaéni koeficienty pfesahuji hodnotu 0,935.
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Tabulka 4-10 Korelace urokovych sazeb PRIBOR a IRS

3M | 6M | M 1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y | 10Y
3M || 1,000 | 0,998 | 0,995 | 0,987 | 0,970 | 0,955 | 0,947 | 0,942 | 0,939 | 0,937 | 0,936 | 0,935 | 0,935
6M (0,998 | 1,000 | 0,999 | 0,994 | 0,982 | 0,971 | 0,963 | 0,959 | 0,956 | 0,954 | 0,953 | 0,953 | 0,952
IM || 0,995 | 0,999 | 1,000 | 0,995 | 0,988 | 0,978 | 0,972 | 0,968 | 0,966 | 0,964 | 0,963 | 0,962 | 0,962
1Y |/ 0,987 | 0,994 | 0,995 | 1,000 | 0,988 | 0,980 | 0,975 | 0,972 | 0,971 | 0,969 | 0,969 | 0,969 | 0,969
2Y (0,970 | 0,982 | 0,988 | 0,988 | 1,000 | 0,998 | 0,995 | 0,993 | 0,991 | 0,989 | 0,988 | 0,987 | 0,986
3y |(0,955(0,971]0,978 | 0,980 | 0,998 | 1,000 | 0,999 | 0,998 | 0,996 | 0,995 | 0,993 | 0,992 | 0,991
4Y (0,947 | 0,963 | 0,972 | 0,975 | 0,995 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,997 | 0,996 | 0,995 | 0,994
SY (0,942 0,959 0,968 | 0,972 | 0,993 | 0,998 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,998 | 0,997 | 0,996
6Y |/ 0,939 | 0,956 | 0,966 | 0,971 | 0,991 | 0,996 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,999 | 0,998
7Y | 0,937 | 0,954 | 0,964 | 0,969 | 0,989 | 0,995 | 0,997 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,999
8Y |/ 0,936 | 0,953 0,963 | 0,969 | 0,988 | 0,993 | 0,996 | 0,998 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
9Y | 0,935(0,953 0,962 | 0,969 | 0,987 | 0,992 | 0,995 | 0,997 | 0,999 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 1,000
10Y [ 0,935 (0,952 | 0,962 | 0,969 | 0,986 | 0,991 | 0,994 | 0,996 | 0,998 | 0,999 | 1,000 | 1,000 | 1,000

Z nésledujici tabulky 4-11 charakterizujici podil jednotlivych komponent na celkovém
rozptylu lze vycist, Ze prvni C¢tyfi komponenty vysvétluji 100% celkového rozptylu
(v disledku zaokrouhleni na 1 desetinné misto). Tuto skute¢nost lze doslova vysvétlit

extrémni pozitivni korelaci mezi kratkodobymi a dlouhodobymi drokovymi sazbami.

Tabulka 4-11 Vlastni (charakteristicka) ¢isla prvnich ¢tyf komponent

Vlastni disla (eigenvalue)
Komponenta
Absolutné % rozptylu | Kumulativni %
1 12,762000 98,167000 98,2
2 0,213000 1,635000 99,8
3 0,016460 0,127000 99,9
4 0,006408 0,049290 100,0

Tabulka 4-12 vypovid4, Ze hodnoty prvni komponenty mirné kolisaji kolem hodnoty
0,98 na celé délce dob do splatnosti. Pfi zohlednéni faktu, Ze tato komponenta vysvétluje
98,2% puvodniho rozptylu, je mozné fici, Ze vSechny sazby se pohybuji stejné. Rovnice pro
jednotlivé komponenty se stanovi obdobnym zpiisobem jak bylo provedeno na piikladé

z amerického trhu.
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Tabulka 4-12 Hodnoty prvnich tfi komponent

3M | 6M | M 1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y | 10Y
1. komp. |[ 0,968 | 0,981 | 0,987 | 0,989 | 0,998 | 0,997 | 0,996 | 0,995 | 0,995 | 0,994 | 0,993 | 0,993 | 0,992

2. komp. (| 0,247 | 0,194 | 0,160 | 0,127 | 0,018 |-0,038 |-0,071|-0,090 |-0,100|-0,107|-0,110|-0,110{-0,110

3. komp. (| 0,015 | 0,005 |-0,004| 0,032 |-0,051|-0,059(-0,048|-0,028 |-0,005 | 0,016 | 0,031 | 0,044 | 0,054

Graf 4-16 znizornuje kifivky jednotlivych komponent, jejichZz hodnoty tvoii

eigenvector.

Graf 4-16 KFrivky hlavnich komponent ¢eskych drokovych sazeb
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5. Zavér

Cilem prace bylo zjistit a ovéfit, které z postupi a modell nejvice vyhovuji urcitym
typum udrokovych sazeb. Hlavni poznatky a zdvéry jednotlivych kapitol lze shrnout

nasledovné.

Kapitola €. 2 popisuje zékladni charakteristiky drokovych sazeb a vynosovych kiivek.
Urokové sazby jsou zkoumdny znejriizn&jsich hledisek, jsou zndzornény vztahy mezi
kratkodobou a dlouhodobou nebo spotovou a forwardovou udrokovou sazbou. Vynosova
kiivka graficky ptedstavuje ¢asovou strukturu drokovych sazeb, proto v této kapitole byly
posuzovany ruzné teorie, vyvoje €i typy vynosovych kiivek. V zdvéru kapitoly byla rovnéz

nastinéna podstata vyhlazovani vynosovych kfivek vcetné uvedeni nazornych piiklada.

Treti kapitola pfedstavuje metodickd vychodiska nejriznéjSich modelt urokovych
sazeb, kterd jsou posléze aplikovdna v ovéfovaci ¢asti. Hlavni ¢4ast této studie je vénovéana
ndhodnym zméndm urokové sazby. Jsou zndzornény typy jednotlivych modeld, metody
odhadu jejich parametrt ¢i modely odhadu volatility drokovych sazeb.

V zavéru kapitoly je poukdzano na analyzu hlavnich komponent, kterd vyuziva fakt, ze
urokové sazby srozdilnou dobou do splatnosti se vyvijeji podobng€. Zkoumadni téchto
zavislosti vyzaduje praci s velkym poctem dat a je Casové ndrocné, proto analyza hlavnich
komponent nahrazuje ptvodni trokové sazby novymi veli¢inami - komponentami. To vSak
bez ztraty informaci, které dané urokové sazby nesou.

Na zacatku ctvrté kapitoly — praktické casti byla zkonstruovdna vynosova ktivka
Ceskych statnich dluhopist. Byl graficky znazornén jeji rostouci tvar (graf 4-1), z ¢ehoz
vyplyva, Ze v budoucnu se ofekava rast nomindlnich drokovych sazeb. PouZitim vyhlazovaci
techniky aproximace kubickym polynomem po ¢astech (vytvofen pocitaCovy program, jehoz
algoritmus je uveden v piiloze €. 1) byly ziskdny hodnoty drokovych sazeb pro jakoukoliv
denni dobu do splatnosti v rozmezi 0-15 let, tedy celkem 5400 moZnych dob do splatnosti. To
je uzitecné zejména pii odhadovani vySe vynosu do splatnosti stejnych finan¢nich
instrumentd liSicich se dobou do splatnosti. V grafu 4-2 byla graficky potvrzena spravnost
tvrzeni, Ze vztah spotové a forwardové vynosové kiivky je shodny se vztahem kiivek

prumérnych a margindlnich velicin.
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NP4

Odhadovani parametrti vybranych modell drokovych sazeb (Vasicek, CIR, CKLS)
bylo provedeno na 11 piikladech (A-K), které se liSily vstupnimi daty i metodami odhadu.
Byly pouzity 3 metody odhadu: metoda nejmensich ¢tvercli, metoda maximalni vérohodnosti
a metoda momentil. Jako vstupni data byly pouzity ceské, britské a americké urokové sazby,
urokové sazby z trhu dluhopisii a z mezibankovniho trhu, déle historické fady tdrokovych
sazeb s dennimi, tydennimi ¢i mésicnimi ddaji. Vyjimkou nebyly ani fady drokovych sazeb se
skokem (rapidni zména vySe trokové sazby). Vysledné parametry byly posléze testoviny na
statistickou vyznamnost.

Bylo zjisténo, Ze k odhadovani parametrti jednotlivych modelti vyhovuje vice metoda
nejmensich ¢tvercli neZ metoda vérohodnosti ¢i metoda momentd. VSechny tii metody davaly
podobné vysledky, avSak diky své jednoduchosti 1ze metodu nejmensich ¢tvercli povazovat za
nejvhodnéjsi. Po provedeni ovéfovacich vypocti mizeme fici, Ze Vasickovu nebo CIR
modelu odpovidaji nejvice vstupni data této charakteristiky: maly pocet pozorovani, denni
kurzy urokovych sazeb a bez vyznamnych skokl (Sokt). To bylo potvrzeno i statistickym
testovdnim, kdy vSechny parametry modelu byly na 5%-ni hladin€é vyznamnosti statisticky

vyznamné.

Odhad volatility pohybu tdrokovych sazeb byl proveden pomoci modelu GARCH(1,1)
a metody maximalni vérohodnosti. Na zdklad¢ vyslednych hodnot odhadovanych parametrti
tohoto modelu lze konstatovat, Ze k odhadu volatility posta¢i odhadovat pouze 1 parametr,

tedy Ze se jednd o model EWMA.

Analyza hlavnich komponent provedena na americkych i ¢eskych drokovych sazbach
potvrdila, Ze k analyze urokovych sazeb riiznych dob do splatnosti postaci formulovat pouze
jednu komponentu jez vysvétluje 94,18% resp. 98,17% pivodniho rozptylu. Hodnota prvni
komponenty stanovené pro Cesky trh osciluje kolem hodnoty 0,98 a proto lze fici, Ze se
urokové sazby s riznymi dobami do splatnosti pohybuji stejné. To je mozné diky znacné,
v piipadé &eského trhu aZ extrémni korelaci jednotlivych trokovych sazeb. Hodnoty
korelacnich koeficienttl ¢eskych tirokovych sazeb PRIBOR a IRS pievysSovaly hodnotu 0,935.
Silnou pozitivni korelaci ¢eskych urokovych sazeb PRIBOR lze rovnéZ zaznamenat pfi
pohledu na graf 4-6, kde je zobrazen vyvoj v Case tdrokovych sazeb PRIBOR s dobou do

splatnosti od jednoho dne po jeden rok.
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Prilohy

Piiloha ¢. 1. Algoritmus pro vyhlazovani vynosovych kfivek kubickym polynomem

Vstup: n (pocet vstupnich soufadnic minus jedna)
Xgs Xy,
Yoo YiseeYa
Krok 1: Proi=0,1,...,n-1
Nastav m;, =X, —X
n=Yia — Y
Krok 2: Proi=1,....,n-1
Nastav q; :3-(i—hj
m, m,,
Krok 3: Nastav a, =1
B, =0
d,=0
Krok 4: Proi=1,....,n-1
Nastav o, =2-(m,_ +m,)—m_, -B,,
B, ="
O'i
d,=(gq,—m_, -9, )/ q,
Krok 5: Nastav a, =0
b, =0
5, =0
Krok 6: Proj=n-1,n-2...,0
Nastav b;=%,-B,-b,,
a, =&—ﬁ(b‘ +2b )
Tom; 3 s
_biu—b,
<= 3m .
j
Vystup: xj,yj,aj,bj,cj proj=0,1,....,n-1
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